
Lecture 05: Random Variable and
Distribution Function

 

Definitions  
 设 ，且对于任意  中的 Borel 集 ， ，则称  

是  上的随机变量。

注：1. Borel 集是由所有的  经过可数次交或并得到的集合。

  2. 在大部分场合，只需关注  是从  到  上的映射即可。

【例】示性随机变量 (indicator)，对于 ，定义 。

 设  是随机变量，则称   为  的分布函数。

分布函数满足以下性质：

单调不降。

对于 ， 。

。

Lemma (单调收敛定理) 当被积函数单调递增时，积分和极限可以换序。

， 。

 右连续且存在左极限 (càdlàg, RCLL)，i.e. ，  存在。

。

 时，  且  单增，所以左极限存在。

注：左不一定连续的原因是：  不一定为 0。

 如果一个函数  满足上述三条性质，那么它必然是某个随机变量  的分布函数。

Discrete Random Variable  
 若随机变量  的取值为有限多个或无限可数个，则  为离散随机变量。设  的取

值为 ，令 ，称  为  的分布列/分布律。 

注： 。

Common Distributions  
【例】 (0-1分布) 设 ， 。令  为  的 indicator，则 

。

【例】 (二项分布) 设  的分布律为 ，  即为  重 
Bernoulli 试验成功  次的概率，  服从二项分布，记为 。
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【例】 (泊松分布) 设  的分布律为 ，则称  服从泊松分布，记为 
。

注：在  固定的情况下，当  很大时，  则很小。那么在  的情况下，二项分布可以
近似为泊松分布。

【例】 (几何分布) 独立重复试验，成功概率为 ，记第  次试验首次成功的概率为 
，则  服从几何分布，记为 。

几何分布没有记忆性。假设前  次试验均失败，则再试  次成功的概率 
。或者：

。

【例】 (巴斯卡分布) 独立重复试验，每次成功概率为 ，记做完第  次试验后恰好取得了  次成功 
 的概率为 ，有

我们称  服从巴斯卡分布 (  时的巴斯卡分布就是几何分布)。

令 ，只要证 。对  泰勒展开，

【例】 (超几何分布) 对  个产品无放回抽样  次，其中有  个次品，令抽到  个次品的概率为 ，

则

我们称  服从超几何分布。



右边的部分用“讲故事法”容易证明等于 。如果需要比较数学的方法，可以从  和 
 两个角度去考察  前的系数。

注：当  时，超几何分布可以近似地当作二项分布计算：
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